Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

1. Introduction to Semi-Feasible Computation . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1 P-Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1.1 Background and Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1.2 Basic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 Nondeterministic Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2.1 Background and Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2.2 Basic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.3 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2. Advice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.1 Advice Strings and Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 Advice for P-Selective Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.1 Upper Bounds on the Amount of Advice for

P-Selective Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2.2 Are There P-Selective Sets Other Than Standard Left Cuts? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.2.3 Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.3 Advice for Nondeterministically Selective Sets . . . . . . . . . . . . . . 32 2.4 Are There Unique Solutions for NP? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.4.1 Small Circuits and the Polynomial Hierarchy. . . . . . . . . 35 2.4.2 NP Lacks Unique Solutions Unless the

Polynomial Hierarchy Collapses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.5 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3. Lowness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1 Lowness Basics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1.1 Basic Lowness Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1.2 Extended Lowness and Refined Lowness . . . . . . . . . . . . . 43 3.2 Lowness of P-Selective Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.2.1 Upper Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 3.2.2 Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 3.3 Lowness of Nondeterministically Selective Sets . . . . . . . . . . . . . 49 x Contents

3.3.1 Upper Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.3.2 Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 3.4 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4. Hardness for Complexity Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 4.1 Can P-Selective Sets Be Hard for Complexity Classes? . . . . . . 61 4.2 Can P-Selective Sets Be Truth-Table-Hard for UP, Δ^p_2, PSPACE, or EXP? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.3 Can P-Selective Sets Be Truth-Table-Hard or Turing-Hard for NP? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.4 Can Nondeterministically Selective Sets Be NP-Hard or coNP-Hard? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 4.5 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5. Closures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 5.1 Connectives and Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.2 Boolean Closures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 5.3 Reductions Under Which P-sel Is Closed Downward . . . . . . . . 85 5.4 Self-Reducible Sets and Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 5.5 Reduction and Equivalence Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5.5.1 Equalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5.5.2 Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 5.6 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6. Generalizations and Related Notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 6.1 Generalizations of Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 6.1.1 Weak Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 6.1.2 Multiselectivity: The S(k) Hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . 106 6.1.3 Membership Comparable Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 6.1.4 Probabilistic Selector Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 6.2 P-Semi-Rankability: A Provable Refinement of P-Selectivity . 110 6.3 Associative P-Selectivity: A Potential Refinement of

P-Selectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 6.4 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

A. Definitions of Reductions and Complexity Classes, and Notation List . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 A.1 Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 A.2 Complexity Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 A.3 Some Other Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133